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Resumen

Se describe las caracteristicas del péndulo de n—ésimos eslabones. Cuando N, = 2 eslabon, se trata del
sistema péndulo doble y se analiza la mecanica de su movimiento mediante un formalismo Lagrangiano, se
reconocen las restricciones del sistema y los grados de libertad, para encontrar el nimero minimo de
ecuaciones de Lagrange que describen el movimiento del sistema. Una vez determinado el Lagrangiano y
las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento, se utiliza los paquetes de MATLAB para dar solucién
numérica a las ecuaciones halladas mediante el método numérico Runge-Kuta, seguidamente se disefia un
simulador con el objetivo de verificar visualmente el comportamiento del péndulo doble. Finalmente, se
determina de manera analitica y visual si el sistema péndulo doble es un Sistema Cadtico, y se explican los
resultados encontrados.
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Si i =1 entonces N; = 1eslabon, o cominmente
[lamado péndulo simple [ver Figura 2], cuya
mecanica es relativamente facil de estudiar debido

Introduccion

Si se considera (N; =ieslabon:i=1,2,---,n) y
un sistema de masas puntuales (m;:i=1, 2, ---,n)
suspendidas de un eje horizontal mediante un
conjunto de longitudes despreciables
(i:i=1,2, ---,n) se obtiene el péndulo de N-
eslabones, cuya configuracion de construccion
desborda en simplicidad como lo muestra la Figura
1.

a que su movimiento se ve determinado por
ecuaciones lineales, en ofras palabras es un
sistema integrable.

6,

(m1,h)

Figura 4. Pendulo Simple
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Si i=2 entonces N, =2eslabdn, o llamado
péndulo doble como lo muestra la Figura 4, cuyo
movimiento se ve determinado por ecuaciones que
poseen funciones no lineales de las variables de la
forma f(x +vy) # f(x) + f(y), es decir es un sistema
no integrable.

Si i=3 enfonces N3 = 3eslabdn, o conocido
como péndulo triple, cuyo movimiento es mas
complejo de analizar en comparacion a los
sistemas mencionados con anterioridad, ver Figura
3.

Figura 5. Pendulo triple.

Finalmente, para Consenza (2016), “la no
integrabilidad de un sistema puede exhibir un
comportamiento cadtico”. Por tal motivo, se
realizara un analisis completo del sistema péndulo
doble para determinar de manera analitica y visual
su comportamiento cadtico.

1. Métodos

-y

Figura 6. "Pendulo Doble"

Si una masa m, suspendida del origen de
coordenadas (0,0) del plano cartesiano, mediante
una longitud de cuerda I, y una masa m,
suspendida de una masa m,, mediante una
longitud de cuerda |,, a este sistema compuesto de
dos péndulos simples se le denomina péndulo
doble

T Joseph-douis de lLagrange reformula la mecéanica
clasica en los siglos diecisiefe y diecinueve.

En la busqueda de ecuaciones que describan el
movimiento de manera alternativa (aunque
equivalente), Lagrange’ proporciona establecerun
nuevo sistema de coordenadas que faciliten los
célculos, pues, resulta mas sencillo analizar cémo
evoluciona 64 y 6, en el tiempo; ya que estas
funciones permiten definir la trayectoria del

péndulo doble en R?.

1.1 Restricciones

Existe dos restricciones para mq, y para m,,
luego se tiene:

Paramy:

f1(f_1>) =2=0

fo(f1) = X2 +y,2 = I? (1)
Param,:

fg(r_z)) =2y = 0

f4(§) = (Xp—x1)? + (VZ—V1)2 =1,
(2)

2

Luego, existen 4 restricciones para el sistema
péndulo doble, es decirk = 4.

1.2 Grados de Libertad

Por simple inspeccion de la Figura 4 se puede
determinar que 2 componentes rectangulares son
totalmente independientes. Consecuentemente,
el sistema tiene 2 grados de libertad.

Analiticamente:

3N -k
2

(3)

n
n

En consecuencia, el método analitico verifica
que el sistema tiene 2 grados de libertad.
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1.3 Ecuaciones de Lagrange
Segun Taylor? para cualquier sistema

restringido con energia potencial U y coordenadas
generalizadas:

q,= 64(M) q, = 62(h)

Ademas, la evolucion en el tiempo del sistema
estd determinado por n = 2 ecuaciones de

Lagrange:
oL d (aL) _ 4
964 dt\ag,/ )
oL d (aL _
06, dt\ag,/ ©)
1.4 Lagrangiano
Para el caso particular de fuerzas

conservativas, el Lagrangiano £ se define como la
diferencia de la energia cinética total Ty la energia
potencial total U, y no ahondaremos en su
demostracién por la complejidad que suscita el
caso. Por lo tanto, se asume:

L:=T-U (6)
T:= T1 +T2 (7)
U:= U1 + U2 (8)

Para determinar T, y U, se debe analizar el
vector posicion 7 = (xq, y1,0) de m, de la Figura 5
con respecto al extremo superior 0 extremo sujeto
al eje horizontal de |4, entiéndase como el centro de
coordenadas (0,0) del sistema.

Figura 7. Analisisde T1y U1.

Para determinar T, y U, se debe analizar el
vector T, =(xz,y,,0) de m, de la Figura 5 con
respecto al centro de coordenadas. Mientras que,
para hallar I,, y |5, se debe realizar el analisis con
respecto a my, como lo muestra la Figura 6.

2 Taylor, JR. Classical Mechanics. University Science

Books, 2005

Figura 8. Analisisde T2y Uz

Después de del proceso de analisis, se realiza
una serie de sustituciones correspondientes, para
determinar a Lagrangiano £, en terminos de las
coordenadas generalizadas q, y q,, es decir

L = L(64,07). Luego, se tiene:

1 O :
L= E(m1+m2)|129$ + Emzlgeg +
m2|1|29.19.2COS(91—92) + glycoso(my+my)

+ m,gl,cos6, (9)

1.5 Ecuaciones del movimiento

Trabajando en las ecuacion 4 y 9 se obtiene la
ecuacion de Lagrange para 94:

0= (m1+m2)I129"1 + (m1+my)glisens, +
mzlqlzé.2COS(91—92)+

m,ll,62sen(6,-6,) (10)

De forma analoga, trabajando en las ecuacién 5
y 9 se obtiene la ecuacién de Lagrange para 6,:

0= mzlgenz+ng|2$en92
+m2|1|26"1COS(61 —92)
—mzlqlzer%sen(eq—ez) (11)

Despejando 6,y 6, de las ecuaciones 10y 11 se
obtfienen ecuaciones diferenciales que rigen el
movimiento del péndulo doble.

Previamente se define:
w:=061- 6
o= 91— 292
m:=mq+m,

M:=2my+ m,
H:= Mseno,+ m,senc

Enfonces:

(12)
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- gH - 2m,senw [Ize§ + I1612cos<n]

1= [4[M - m,cos2a]

2sene [m (I1e'12 + gcoseq) + mzlzegcom] (13)

92= [,[M - m,cos26]

Ademas, las ecuaciones 12 y 13 se pueden
expresar como funciones de sus coordenadas y
velocidades generalizadas, es decir:

61= 61(61,62,61,62)
62= 62(61,92,61,62)

12.1)
(131)

Segun Consenza (2016), “un sistema con n
grados de libertad es integrable si posee, al
menos, s cantidades conservadas; es decir, si
n=s"y “si un sistema con n grados de libertad
fiene menos de s cantidades conservadas (s < n),
se denomina no integrable”.

Analiticamente:

n=2 grados de libertad
s = 1 cantidad conservada (Energia)

Como s<n, el sistema no es integrable,
entonces, se puede afirmar de manera analitica
que el sistema péndulo doble es un Sistema
Cadtico.

2. Simulacion en MATLAB

En esta seccion, se hara uso de las bibliotecas y
paquetes de MATLAB, debido a sus altas
capacidades como software matematico para
resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDO) y determinar valores propios.

Las ecuaciones 12 y 13 no tienen solucién
analitica por la condicién de integralidad. Por cual,
se hara uso de la funcion ODE-45 para dar solucion
numeérica a las ecuaciones halladas en la seccion
anterior. ODE-45 se basa en el método de
infegracion Runge-Kuta de cuarto y quinto orden,
con tamano de paso adaptativo.

3. Resultados y Discusion

Dada las condiciones iniciales que se indican
enlaTabla1.

Tabla 1. Condiciones iniciales (C1)de 64y 6,
# 04 0, l4 I m4 m,
rad rad m m kg kg
1 3n/4 n/2 3 2 2 3

Paraunintervalo detiempot € [0,30] segundos,
se obtienen las siguientes trayectorias para my y
ms.

Figura 9. Simulacion del movimientgpara C1.

Se puede observar en la Figura 7 que m4 sigue
una trayectoria circular, mientras que m, no se
acopla a ninguna funcién.

10 Posiciones Esferas vs Tiempo

Esfera1
Esfera2

Posicion (radianes)
o »

'
(&}

-10 : : : : : ‘
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s)

Figura 10. Diagrama 6, vs t (Verde)y 6, vst (Rojo

Sin embargo, al observar los resultados
arrojados por la Figura 8, podemos afirmar que
tanto la trayectoria de m; y my, no se acoplan a
ninguna funcioén conocida.

Ahora, se considera modificar el valor de 94,
aumentando o} disminuyendo valores
despreciables, como se indica en la Tabla 2.

Tabla 2. Condiciones iniciales (C2) de 61y 6,

# 01 02 |1 |2 my mo

rad rad m m kg kg

1 3n/4+0,001 n/2 3 2 2 3

Paraunintervalo detiempot € [0,30] segundos,
se obtienen las siguientes trayectorias para mq y
m,, considerando las condiciones iniciales de la
Tabla 2.
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Eje

Figura 11. Simulacion del movimientgara C2.

Como podemos observar en la Tabla 2, se ha
sumado unvalor muy insignificante de 0,001 radian
al angulo &4. Sin embargo, el péndulo describe
trayectorias muy diferentes en comparacion a las
frayectorias descritas para las condiciones
iniciales de la Tabla 1, como se verifica a
confinuacion:

Posiciones Esferas vs Tiempo
20
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Figura 10. Diagrama 6, vs f (Cyan) y 8, vs T (Magenta).

Al comparar el diagrama de la Figura 10y la
Figura 8 se puede determinar que un minimo
cambio en las condiciones iniciales dan como
resultado trayectorias totalmente diferentes. Por lo
tanto, se puede comprobar de manera visual, que
el sistema péndulo doble es un Sistema Cadtico.

3. Conclusiones

1. Laversion lagrangiana de la mecanica fiene
grandes ventajas en comparacién a la
mecanica newtoniana, funciona igual en
fodos los sistemas y maneja facilmente los
sistemas restringidos.

2. El sistema péndulo doble es un Sistema
Caodtico, ya que las ecuaciones que rigen su
movimiento son funciones no lineales, es

decir, se cumplioé que f(x +y) = f(x) + f(y).
Ademds, las cantidades conservadas
(Energia) son menores a los grados de
libertad del sistema (s < n), por lo tanto, el
sistema péndulo doble es un sistema no
integrable. Estas dos condiciones, verifican
el comportamiento cadtico del sistema
péndulo doble.

3. Las frayectorias de las masas m, y m, que
parten de condiciones iniciales cercanas en
un fiempo t = 0 segundos, no se mantienen
cercanas en un tiempo t = 30 segundos, si
no que evolucionan de manera irregular y
fotalmente diferente conforme t avanza,
comparar la Figura 7 con la Figura 9y la
Figura 8 con la Figura 10. Por lo tanto, la
simulacién y los diagramas en MATLAB
verifican de manera visual que el sistema
péndulo doble es un Sistema Cadtico.
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